
ربیع حمیدرضا دکتر مدرس: کامپیوتر مهندس ده ی دانش

خط جبر
۹۹ اول نیم سال

مهر ۲۲ تحویل: تاریخ اول سری تمرین پاسخنامه

تحت باشد. پذیر وارون نیز A=ⅬU و باشند ۱ ، Ⅼ قطری های درایه تمام که است نیاز تایی ی برای • .۱
اثبات: بود. خواهد فرد به وجود،منحصر صورت در ⅬU تجزیه که است شرایط این

L۱U۱ = L۱U۲

وارون مثلث بالا های ماتریس U۱, U۲ و هستند ۱ قطری های درایه با مثلث پایین L۱, L۲ که فرض
باشند) پذیر وارون باید هم U۱, U۲ ، است پذیر وارون A پذیرند(چون

داریم:

L−۱
۲ L۱ = U۲U

−۱
۱

راست سمت عبارت و ۱ قطری های درایه با مثلث پایین ماتریس ی چپ سمت عبارت رایظه این در
: که است ن مم زمان تنها عبارت دو این .برابری است مثلث بالا ماتریس ی

L−۱
۲ L۱ = U−۱

۲ U۱ = I

است: زیر صورت به ماتریس این ⅬU تجزیه ی •

L =


۱ ۰ ۰
۱ ۱ ۰
۲ ۳ ۱



U =


۱ ۳ ۲
۰ −۱ ۰
۰ ۰ −۸


م آوریم. بدست را نهاییی جواب جدید معادله ی ۲ تولید با اکنون


LUX = b

UX = Y

LY = b

داریم: LY = b معادله ی حل از

Y =


۱۱
−۱
−۱۶


۱



کنیم. حل را UX = Y معادله ی کاف ست نهایت در

X =


۴
۱
۲


Aθ = LDU بود: خواهد روبه رو صورت به LDLT به تجزیه ترین نزدی .۲

L =

(
۱ ۰
tan ۱

)

D =

(
cos ۰
۰ ۱

cos

)

U =

(
۱ − tan

۰ ۱

)

باشد. π از صحیح مضرب دوران، زاویه که است این باشد، U = LT آن که برای لازم شرط

به صورت را A−۱ کاف ست حال است. موجود A−۱
i ، i هر برای پس وارون پذیرند، ها Ai کنید فرض ابتدا .۳

یرید: ب زیر

A−۱ =


A−۱

۱

A−۱
۲

. . .
A−۱

k


است. وراون پذیر A پس I = AA−۱ که کرد بررس م توان راحت به

باشد: A−۱ زیر بلوک ماتریس و بوده پذیر وارون A کنید فرض عکس به

A−۱ =


B۱۱ B۱۲ . . . B۱k

B۲۱ B۲۲
... . . .

Bk۱ Bk۲ Bkk


پس است، I برابر AA−۱ م دانیم طرف از

۲



AA−۱ =


A۱B۱۱ A۱B۱۲ . . . A۱B۱k

A۲B۲۱ A۲B۲۲
... . . .

AkBk۱ AkBk۲ AkBkk

 = I =


I۱

I۲
. . .

Ik


م شود: نتیجه آخر تساوی از

وارون پذیرند. نیز ها Ai پس AiBii = Ii

کنیم: ثابت را مقابل عبارت باید .۴

a۱T (v۱) + a۲T (v۲) + · · ·+ a۱T (v۱) = ۰

داریم: خط نگاشت خاصیت به توجه با

−→ T (a۱v۱ + a۲v۲ + · · ·+ anvn)

Null(T ) = ۰ پس است ی به ی T چون

−→ a۱v۱ + a۲v۲ + · · ·+ anvn = ۰

مستقل هم T (v۱), . . . T (vn) نتیحه a۱ = a۲ = . . . an = ۰ پس اند خط مستقل v۱, . . . , vn چون
هستند. خط

بررس اول مرحله تغییرات از بعد را دلخواه ی درایه دو اول ستون اضاف های درایه کردن صفر اول: مرحله .۵
i ̸= j, aji, aij برای کنیم.فرض م

A =


a۱۱ a۱۲ . . . a۱n

a۲۱ a۲۲
... . . .

an۱ ann


a
(۲)
ij = aij −

ai۱
a۱۱

× a۱j

a
(۲)
ji = aji −

aj۱

a۱۱
× a۱i

تساوی پس ai۱ = a۱i, a۱j = aj۱ همچنین aij = aji پس است متقارن A دانیم م زیرا a(۲)ij = a
(۲)
ji

نیز باقیمانده قسمت اول ی مرحله از پس که شد ثابت پس بودند دلخواه i،j است.چون برقرار a(۲)ij = a
(۲)
ji

با شود م ثابت راحت به استقراء کم به است متقارن نیز مانده باق ماتریس این چون حال است. متقارن
دارد. را خاصیت همین نیز جدید باقیمانده ماتریس ر دی حذف مرحله ی

۳



اول: قسمت • .۶
در باشند. u = (۱, ۰), v = (−۱

۲ ,
√

۳
۲ ), w = (−۱

۲ ,−
√

۳
۲ ) که کنید فرض مثال بعنوان بله،

خواهدبود. −۱
۲ برابر آن ها از دوتا هر داخل ضرب حاصل این صورت

دوم: قسمت •
م کنیم. عمل داریم، داخل ضرب محاسبه برای که زیر رابطه به توجه با

u.v = |u| × |v|cos(θ)

و درجه ۹۰ از بیش بردار دو آن بین زاویه که است کاف بردار، دو داخل ضرب حاصل شدن منف برای پس
با دوبه دو که داشته باشیم صفحه در بردار ۴ میتوانیم حداکثر که م دانیم طرف از باشد. درجه ۲۷۰ از کمتر
بردار ۴ که است همان حالت این و م پذیرد صورت روش ی به تنها کار این و دارند درجه ۹۰ زاویه هم
دوبه دو داخل ضرب حاصل حالت این در که م دانیم و دهند مختصات محورهای روی بر بعلاوه ی یل تش
حاصل که داشت خواهیم صفحه در بردار ۳ حداکثر که م گیریم نتیجه لذا نیست. منف و است صفر بردارها

است. منف آن ها دوبه دوی داخل ضرب

اول: قسمت • .۷
داریم: خط استقلال اثبات برای حال باشند، حقیق عدد دو y و x که کنید فرض

x(۱ + i) + y(۱ − i) = ۰ ⇒ (x+ y) + (x− y)i = ۰ ⇒

{
x+ y = ۰
x− y = ۰

⇒ x = y = ۰ ⇒

خط اند. مستقل مذکور بردار دو

دوم: قسمت •
یرید: ب درنظر را زیر مثال حالت این در

i(۱ + i) + ۱(۱ − i) = (i− ۱) + (۱ − i) = ۰

خط اند. وابسته حالت این در مذکور بردار دو فلذا نیستند صفر ،۱ نه و i نه که حال در

: یریم ب درنظر را زیر شرایط م توانیم .۸

x(۴, ۸, ۹) + y(۵, ۷, ۹) = (۶, ۸, t) ⇒{
۴x+ ۵y = ۶
۸x+ ۷y = ۸

⇒ y =
۴
۳
, x = −۱

۶

⇒ t = ۹(x+ y) = ۹ × ۷
۶
=

۲۱
۲

= ۱۰٫۵

⇒ −۱
۶
(۴, ۸, ۹) + ۴

۳
(۵, ۷, ۹)− (۶, ۸, ۱۰٫۵) = ۰

اول: قسمت • .۹

LU =


۱ ۰ ۰
۰ ۱ ۰
۰ ۰ ۱




۴ −۱ −۱
−۱ ۴ −۱
−۱ −۱ ۴


۴



R۲ −
−۱
۴

R۱ → R۲ ⇒ LU =


۱ ۰ ۰
−۱
۴ ۱ ۰
۰ ۰ ۱




۴ −۱ −۱
۰ ۱۵

۴
−۵
۴

−۱ −۱ ۴



R۳ −
−۱
۴

R۱ → R۳ ⇒ LU =


۱ ۰ ۰
−۱
۴ ۱ ۰
−۱
۴ ۰ ۱




۴ −۱ −۱
۰ ۱۵

۴
−۵
۴

۰ −۵
۴

۱۵
۴



R۳ −
−۱
۳

R۲ → R۳ ⇒ LU =


۱ ۰ ۰
−۱
۴ ۱ ۰
−۱
۴

−۱
۳ ۱




۴ −۱ −۱
۰ ۱۵

۴
−۵
۴

۰ ۰ ۱۰
۳


دوم: قسمت •

محاسبات اندک با .U = DLT یعن است. قطری ماتریس ی D که .A = LDLT م دانیم
که: رسید م توان

D =


۴ ۰ ۰
۰ ۱۵

۴ ۰
۰ ۰ ۱۰

۳


نوشت: م توان پس

A = L̂L̂T ⇒ L̂ = LD
۱
۲

کرد. محاسبه را L̂ م توان راحت به و

اول: قسمت • .۱۰
داریم: مثلث پایین ماتریس هر برای م دانیم

aij = ۰ i < j

است. دو آن ضرب حاصل C و n× n دلخواه مثلث پایین ماتریس B و A کنید فرض

C = A×B

کنیم: ثابت است کاف

i < j : Cij = ۰

درایه n − i است. B ماتریس jام ستون در A ماتریس iام سطر داخل حاصل ضرب Cij دانیم م
است. صفر نیز B ماتریس jام ستون اول درایه j− ۱ همین طور است. صفر A ماتریس iام سطر آخر

پس: است. صفر باشد، (n− i) + (j − ۱) > n که زمان تا دو این داخل حاصل ضرب پس

if n− i+ j − ۱ > n ⇒ Cij = ۰

۵



j > i+ ۱ ⇒ j > i

دوم: قسمت •
داریم: واحد مثلث پایین ماتریس هر برای م دانیم

aij =

{
۰ i < j

۱ i = j

حاصل ضرب را C ماتریس اگر باشند. دلخواه n×n واحد مثلث پایین ماتریس دو B و A کنید فرض
هم C ماتریس قبل، قسمت طبق هستند، مثلث پایین دو هر B و A که آن جایی از کنیم، تعریف دو آن

است. مثلث پایین
Cii = ۱ کنیم: ثابت است کاف پس

م دانیم:

Cii =
n∑

j=۱

aij.bji

پس: هستند مثلث پایین نیز B و A که آن جایی از و

if j > i → aij = ۰
if j < i → bij = ۰

}
⇒ if aij × bij = ۰

پس:

Cii = aij.bji = ۱ × ۱ = ۱
سوم: قسمت •

LA = I داریم صورت این در باشد. L تکین غیر ماتریس معکوس A کنید فرض

l۱۱ ۰ . . . ۰
l۲۱ l۲۲ ۰ . . . ۰
... . . . ...

l(n−۱)۱ l(n−۱)(n−۱) ۰
ln۱ . . . lnn


[
a۱ a۲ . . . an

]
=
[
I۱ I۲ . . . In

]

⇒ ∀i :



l۱۱ ۰ . . . ۰
l۲۱ l۲۲ ۰ . . . ۰
... . . . ...

l(n−۱)۱ l(n−۱)(n−۱) ۰
ln۱ . . . lnn


ai = Ii (۱)

با بنامید. L(k) را آن گرفته نظر در را م شود شروع L۱۱ از که L از (k 6 n) k × k زیرماتریس
داریم: (۱) به توجه

⇒ L(i−۱) ×


a۱i

a۲i
...

a(i−۱)i

 = ۰

۶



است. غیرتکین نیز ای L(k) هر پس ، Ljj ̸= ۰ است غیرتکین ماتریس L که آن جایی از هم چنین
باشد: برقرار زیر تساوی که دارد ان ام زمان فقط بالا تساوی بنابراین

a۱i

a۲i
...

a(i−۱)i

 = ۰

داشت: خواهیم A ماتریس برای نتیجه در
aji = ۰ if j < i

است. A بودن مثلث پایین نشان دهنده خود که
فوق اثبات به باتوجه صورت این در هست. هم واحد بودن، مثلث پایین بر علاوه L کنید فرض حال

بودن: واحد اثبات برای است. مثلث پایین آن معکوس که است واضح

LA = I ⇒ ∀i :
n∑

j=۱

lij.aji = ۱

داشت: خواهیم نهایت در قبل قسمت همانند

lii × aii = ۱

داریم: L بودن واحد به توجه با و

⇒ ۱ × aii = ۱ ⇒ aii = ۱

است. ۱ قطر با مثلث پایین ماتریس A پس

۷


